Singularités éliminables d'équations elliptiques non linéaires  by Véron, Laurent
JOURNAL OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 41, 87-95 (1981) 
Singularit& hliminables 
d’kquations elliptiques non linhaires 
LAURENT VI?RON 
D$artement de Mathkmatiques, FacultP aks Sciences, 
Pare de Grandmont, 37200 Tours, France 
Received July 21, 1980 
INTRODUCTION 
Soient 0 un ouvert de RN, N > 3, et C une sous-varittk de 0. ConsidCrons 
une fonction g h valeur rkelle, dkfinie et continue dans R x R et une fonction 
u de classe C2 dans R - Z, virifiant 
-Au(x) + g(x, u(x)) = 0, VXELI-Z. (1) 
Quand dim(C) = 0, c’est-h-dire quand C est formte de points isolks, B&is 
et V&on ont montrk dans [2] que u admet un prolongement de classe C’ 
dans Q, sous rkserve que g vkrifie 
uniformbment par rapport 1 x. 
Quand dim(Z) > 1, Loewner et Nirenberg ont montrb dans [5] que si 
(N + 2)/(N - 2) > (N - d)/(N - 2 - d) (d = dim(C)), alors toute fonction 
positive u de classe C2 dans 0 -Z, vkitiant 
-h(x) + (u(x))(N+2)‘(N-*) = 0, VXER-z, (3) 
se prolonge en une fonction de classe C* dans 52. 11s ont en outre conjecturk 
que le rksultat restait vrai quand (N + 2)/(N - 2) = (N - d)/(N - 2 - d). 
Dans cet article, nous &tendons les rlsultats de [2] dans le cas oli .T est de 
dimension quelconque d et oti g vtrifie 
lim inf g(x, r> r-+oo r(N-dU(N-d-2) > ‘, lim sup 
&a r) 
r--m Irl(N-dU(N-d-2) < O9 
(4) 
uniformiment dans 0. 
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Nous demontrons en particulier le resultat conjecture par Loewner et 
Nirenberg et indiquons quelques extensions au cas oti g est singuliere ou 
s’annule sur t;. 
1. RI~SULTAT PRINCIPAL 
Dans ce paragraphe, Z designe une sous-variete fermee de l’ouvert .R, de 
classe C”O et de dimension d vtrifiant pour une certaine valeur q > 0 
T,,(Z) = {x E RN: dist(x, C) < q} c Q, (5) 
et g une fonction continue dans 0 x R. Notre resultat essentiel est le suivant 
THI~OR~ME 1. Supposons N > d t 2 et que g verrifie Phypothbe (4); 
alors tome fonction u de classe C2 dans s2 - 2, verifiant 
-Au(x) t g(x, u(x)) = 0, VXEQ-z, (6) 
se prolonge en une application de classe C’ dans a. 
Le demonstration du Thioreme 1 est fondle sur l’estimation suivante. 
PROPOSITION 1. Soient N>d+2, q>(N-d)/(N-2-d) et u une 
fonction de LgJQ - E), telle que Au appartienne ci L:,,(G - 2) (au sens des 
distributions dans f2 - Z), v&jIant 
-Au t buq < c, p.p. dans {x E R: u(x) > 0}, (7) 
ozi b et c sont des constantes positives. Alors u+ appartient a L:,(Q) . 
Remarque 1. Dans le cas ou 1 < q < (N - d)/(N - 2 - d), il peut exister 
des solutions positives’ singulieres i l’equation 
-Avtvq=O, dans RNdd - {O}. (8) 
(Cf. [6].) La fonction u dttinie sur RNVd X Rd- (0 X Rd} par 
u(x, x’) = v(x) peut alors Ctre singuliere sur la variete lineaire (0 X Rd} et 
verifie -Au + uq = 0, dans I?“’ - (0 X Rd}. 
LEMME 1. Sous les hypotheses de la Proposition 1, nous avons pour tout 
x tel que 0 < dist(x, Z) < ~12, 
u(x) < A(dist(x, Z))-y’q- ‘), (9) 
06 A ne depend que de b, c,, N, q et n. 
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Dkmonstration. Notons pour simplifier d(x) la distance de x i Z et soit 
x0 tel que 0 < d(x,) < r/2. Posons G = {x E lFtN : ]x - x,,] < @(x0)}; G est un 
ouvert inclus dans Q -Z dans lequel nous dtfinissons la fonction u par 
v(x) = l(+d*(x,) - Ix - xoI*y-‘) +p, oi I. et p sont des constantes a 
determiner de sorte que 
-Au(x) + b(u(X)y > c, Vx E G. (10) 
Posons pour simplifier, u(r) = 1(R* - r2)--y(q-‘) + p, 
et 
Av= -.+j+ (R* - r2)-2ql(q--I) (NR*_ (N- 2s) r*) . 
.Nous avons dans G 
-Au + b# > k(R* - r*)-*q/(q-‘) 2NR2 bA4-l - - 
q-1 
2 
+- 
q-1 ( 
N- 25) r*) + b,uq. 
Soit j3 = max(N/2(q - I), (q + l)/(q - l)*). Si nous choisissons I = 
V/b> l’(q-l)RY(q-‘) et ,u = (c/b)4q, nous en dkduisons (10). 
Par I’inigalite de Kato (cf. [4]), nous obtenons comme dans [2] 
A(u-u)+>sign+(u--v)A(u-u)>O, dans W(G). (11) 
Or (U - v)’ = 0 au voisinage de c?G, d’oti (U -u)+ = 0 dans G et 
44 < Nxo) < 
( ) 
7 
4(9-l) 
(d(Xo))--l) + ; “q, 
0 
(12) 
d’ou (9). 
Notations. Si x est un point de Z, N,Z est le sous-espace vectoriel 
normal i l’espace tangent a Z: en x. Nous definissons 
NZ = {(x, u) E Z x RN: u E N,Z}, 
N,C={(x,v)ENC:Ilvll<&}, 
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et nous appelons can l’application de NZ dans il?’ definie par 
can(x, v) = x + v, V(x, v) E NC. (13) 
L’ensemble can(N$) est appele voisinage s-tubulaire de Z et est note 
TUB& 
LEMME 2. Soient N > d + 2, q > (N - d)/N - 2 - d), v E I?,, et 
f E L&(R) tels que 
-Au <.fi dans g’(6! - C); (14) 
alors v vt!rrifie -Au <f, dans W(Q). 
Dhonstration. Comme Z est fermee, pour tout compact K inclus dans 
fi, K n C est compact. Par suite, en utilisant une partition C” de l’unite, il 
nous sufftt de montrer que tout point a de .Z posdde un voisinage ouvert a,, 
relativement compact dans a, tel que si u verifie( 14)dans G’(n,-ZnI2,) 
alors u verifie (14) dans a’@,). 
Comme pour tout a appartenant a Z l’application can est &ale en (a, 0) 
(cf. [ 11) on peut trouver un nombre E > 0 et un ouvert X de Z contenant a 
tels que la restriction de can a N,X soit un diffeomorphisme sur TUB,X. 
Sous cette condition, on peut utiliser les formules de Weyl (cf. [ 1, 71) pour 
calculer le volume de TUB,X: 
IdO1 
! 
1 dx= \‘ a2i.$-d+2i, 
TUB&’ ,s 
(15) 
ou [d/2] est la partie entiere de d/2 et ou les azi dependent de X et sont finis 
si X est relativement compact. En outre pour tout y dans TUB,X il existe un 
unique x dans X tel que y appartienne a N,X et ) y - x( = dist(y, X). 
Quite a restreindre E et X, il existe une suite de fonctions ([,Jn>no, 
n, > l/s, de classe C”O dans TUB, X, verifiant 
o,<c,< 1, I grad C, I< cn, IAL < cn*, 
4, = I 
0 dans TUB ,,*,,X, 
1 dans TUB,X- TUB,,,X. 
Nous supposerons en outre E < v de telle sorte que TUB,X c a. 
Soit v, E GS+(TUB,X), done /&u, E g+(TUB,X - X) et nous avons 
(16) 
- vA(Lv)dx< I I f&,u,dx. (17) 
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Or d(C,q) = C,Aa, + rp A&, + 2 grad p . grad C,, d’ou 
- I (& 4 + vcp 4 + 2v grad ~1. grad C,) dx < I 
f &,u, du. 
Sachant que grad &, et A&, sont i support dans TUB,,,X, nous en deduisons 
I j 
v grad C, grad cp dx 
I j 
< cn Iv\ dx, 
=UBwd’ 
JjvwKJxl ~cn’jT”, 
w 
~IVldx. 
En utilisant l’inegalite de Hiilder et les formules de Weyl, nous avons 
I TUBI/,X 
Iv)dx<c (jT,, 
I/ 
/lqdx)l’q ($)‘N-‘“‘uq’. 
Sachant que q > (N - d)/(N - 2 - d), lim,++, n* JTUB,,fi Iv I dx = 0 et 
lim “++ o. l v grad [,, grad v, dx = lim,,, oo l v(p A& dx = 0, d’oi 
- vAy,dx< fu,dx. 
I’ I (18) 
LEMME 3. Sous les hypothbes de la Proposition 1, u+ appartient ci 
J%(W. 
Dbmonstration. 11 suffit evidemment de montrer que tout point a de ,!Y 
posdde un voisinage Q, ouvert et relativement compact dans Q tel que u+ 
appartienne a L~&2,). 
En reprenant les notations du Lemme 2, nous avons, quite a resteindre X 
et E C r/2: 
Vx E TUB,X, dist(x, X) = dist(x, Z) < E, 
d’ou 
u(x) < A(dist(x, X)-y(q-l), Vx E TUB,X - X. 
Par (7) et l’inegalitl de Kato, nous avons 
-Au+ +b(~+)~<c, dans CF(TUB,X - X). (19) 
Soient (&J la suite de fonctions definie en (16) et q E g-‘(TUB,X). NOUS 
deduisons de (19) que 
-ju+A(C,+-fx+b 5 (~+)~Lu,dx<c C,,u,dx, I 
92 LAURENT VliRON 
et 
U+ dx. 
TUBI/,-TUBv2, 
Or 
! 
U+ lApI dx 
TUB,-TUBV2, 
< c []A~/[ 1’ 
1/2n 
o-‘(‘-‘) f (Vol. TUB,X) da, 
et 
i 
us dx<c 
i 
1/n u-Y(4- 1) 
TUB,,-TUBy2, wn 
$ (Vol. TUB,X) do. 
Sachant que d/da Vol. TUB,X < c@‘-~-’ et q > (IV - d)/(N - d - 2), il 
s’ensuit que (u+)~(P appartient i L’(TUB,X). 
D&no&ration de la Proposition 1. Fixons a nouveau p > (c/b)““; now 
avons done 
-A@ -,)+ + b((u -p)+)” < 0, dans W(52 - Z). 
En utilisant les Lemmes 2 et 3, nous en deduisons 
-A@ -,u)+ + b((u -,u)+)” Q 0, dans G’(O). 
Choisissons en outre p > A(~/v)~‘~-‘); nous avons done 
(20) 
,u < sup 
I 
u(x) : T < dist(x, Z) ( 5 . 
I 
Considtrons alors la suite tin),,>, de fonctions de g ‘(R”) a support dans 
(x E RN : (xl < l/n} et telles que ( p,(x) dx = 1. Pour n > 6/q, la fonction u, 
difinie par 
U”(X) =. ! (u -P)+(Y) PAX - Y> dy, (21) T~J2(I) 
est a support dans T,,,,(Z) et se prolonge en une fonction V;, de classe C”O 
dam RN et veritiant, grke a l’inegalite de Jensen, 
-Av;, + bv’4, Q 0, dans W(W). (22) 
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Par suite du Lemme 1, U;, < 0 et, en faisant tendre n vers +oo, u < ,u dans 
T,,(Z), d’oti le resultat puisque u appartient i Lz&f2 -Z). 
Dimonstration du Thkorime 1. Par (4), nous avons 
g(x, u) > bu (N-dM(N-d-2) - c, pour x E a et u > 0, 
ou b et c sont deux constantes positives. Nous en deduisons done 
-du + bU’N-d)/‘N-d-2’ < c, p.p. sur (x E a: u(x) > 0); 
par suite U+ appartient a Lo,. De m2me u- appartient a L:,(0). En 
utilisant (6) et le Lemme 2, nous obtenons 
-Au + g(., u) = 0, dans @(a), (23) 
et par suite u appartient i C’-‘(n), pour tout s > 0, en utilisant les resultats 
de rlgularite des solutions d’equations elliptiques (cf. [3]). 
Remarque 2. Dans le cas oti la sous-variete Z n’est pas fermee, mais 
v&tie T,,(Z) c Q, on peut en general trouver une sous-variete fermee Z’ qui 
la contient, de mZme dimension que 2 et vtrifiant T&Y’) c B (avec 
0 < q’ < II). On applique alors le thloreme 1 A Z’. 
2. EXTENSIONS 
Dans ce paragraphe, C dtsigne une sous-variete compacte de l’ouvert ~2, 
de classe C”, de dimension d et g une fonction continue dans (Ss -Z) x I?. 
En notant d(x) la distance d’un point x de Q i Z, on considke l’hypothese 
suivante 
. . gtx, 4
,r,df%-$f,.O, F+ (d(i))” + 
> 0 
’ 
gtx, r) 
v,~%%cv Irjq-(d(x))‘- 
< o 
’ 
N-d-8* 
4*>1 et 49 N-2-d. 
THBOR~ME 2. Supposons N > d + 2 et que g vtGj@e Phypothtse (24); 
alors toute fonction u de classe C2 dans R -Z, v&ifiant 
-Au(x) + g(x, u(x)) = 0, VxEi2-z, (25) 
demeure localement bornt!e dans R. 
Le Theo&me 2 dlcoule immediatement de l’estimation suivante 
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PROPOSITION 2. Soient N > d + 2, q > 1, q > (N - d - B)/(N - d - 2), 0 
quelconque et u me fonction de LgC(f2 -Z), telle que Au appartienne d 
L,‘,,(Q - Z) (au sens des distributions dans S2 - Z), vh$ant 
-Au + bd’(x) u4 < c, p.p. dans {x E 52 - 2, u(x) 2 0}, (26) 
oti b et c sont deux constantes positives, alors u+ appartient ri LE,(.f2). 
La demonstration de la Proposition 2 &ant proche de celle de la 
Proposition 1, nous ne ferons que l’esquisser. 
Comme C est compacte TUB,C est inclus dans Q pour q assez petit et 
TUBJ = {x E Q:d(x) < r}. On obtient alors l’estimation suivante dans 
TUB,,C 
(i) Si ~92 -2q ou si c= 0, u(x) ,~(d(x))-‘e+2”‘q-“, 
(ii) Si 0 < -2q et si c > 0, u(x) < A(d(x))-e’q, 
(27) 
ou A ne depend que de A, b, c et ?I. 
On verifie alors comme dans le Lemme 3 que u+ appartient a 
L;b,(Q; de(.) dx) qui est inclus dans Lo,,. 
Soit w la solution du probleme de Dirichlet suivant 
-Aw=c, dans TUB,& 
wlaTuBdlr = sup{u+(x): x E TUB,& -TUB&). 
(28) 
La fonction w est continue et bornee dans TUB,& et nous avons 
A(u- w)+>O, dans W(TUB,,Z - Z). (29) 
Compte tenu que ut appartient a L~,,(f2, de(.) dx), nous en deduisons 
comme dans le Lemme 2 que 
A(u-w)+ >Oo, dans g’(TUB,,C). (30) 
Comme (u - w)‘appartient a L’(TUB,,Z) et est a support compact dans 
TUB,,& u < w dans TUB,,, d’oti le resultat. 
Remarque 3. Si 8 < 0, l’hypothese de compacite de Z n’est pas 
necessaire et peut 6tre remplacee par (5). 
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